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В данной статье излагаются некоторые подходы 

к решению задач на комбинацию шара и пирамиды.
Отметим некоторые множества точек, полезных 

для дальнейших рассмотрений.
М1. Множество точек пространства, равноудалён-

ных от вершин многоугольника, есть прямая, прохо-
дящая через центр окружности, описанной вокруг 
многоугольника, и перпендикулярная плоскости мно-
гоугольника. (Рис.1)

Иллюстрация

Замечание
Из указанного множества точек следует:
если в пирамиде боковые рёбра равны, или равно-

наклонены к плоскости основания, то вершина пира-
миды проецируется в центр окружности, описанной 
вокруг основания пирамиды.

М2. Множество точек пространства, равноудалён-
ных от сторон многоугольника, есть прямая, перпенди-
кулярная плоскости многоугольника и проходящая через 
центр окружности, вписанной в многоугольник. (Рис. 2)

Иллюстрация

Замечание
Из указанного множества точек следует:
если в пирамиде боковые грани равнонаклонены к 

плоскости основания, то вершина пирамиды проеци-
руется в центр окружности, вписанной в основание 
пирамиды и

Sб.пир.
 =

  S
осн. 

     ,               Cos α
где α — угол наклона боковых граней к плоскости 

основания.
М3. Множество точек пространства, равноудалён-

ных от концов отрезка, есть плоскость, перпендику-
лярная отрезку и проходящая через середину отрез-
ка. (Рис. 3)

Иллюстрация

Назовём такую плоскость серединной плоскостью 
отрезка.

М4. Множество точек пространства, равноудалён-
ных от граней двугранного угла, есть полуплоскость с 
границей на ребре двугранного угла и делящая его по-
полам.

Назовём такую полуплоскость биссектором двуг-
ранного угла.

Описанный шар
Определение. Шар называют описанным вок-

руг многогранника, если все вершины многогранника 
принадлежат поверхности шара.

Задача 1. Боковые рёбра пирамиды имеют длину 
b и наклонены к плоскости основания под углом α.

Найдите радиус шара, описанного вокруг пирами-
ды. (Рис. 4)

Решение:
1)

РABCD — пирамида, 
РА =…= РD = b, 
∠(РА;  АВС) = … = ∠ (РD; АВС) = α.

R
оп.ш.

 —?
2) Заметим, что речь идёт о любой пирамиде, для 

которой выполнено данное условие.
3) Из М1 следует, что вершина Р пирамиды проеци-

руется в центр К окружности, описанной около осно-
вания пирамиды, РК — высота пирамиды.

4) Пусть прямая РК пересекает поверхность шара 
в точке F; тогда РF = 2R — диаметр шара, описанного 
вокруг пирамиды.

(Замечание: если вокруг основания пирамиды 
можно описать окружность, то вокруг такой пирамиды 
можно описать шар.)

5) Плоскость РАF пересекает шар по большому 
кругу. Угол РАF вписан в этот круг и опирается на диа-
метр. Следовательно, Δ РАF — прямоугольный.

6) ∠РFА = ∠РАF как углы, которые в сумме с углом 
FAK дают 90°; значит ∠РFА = α.

7) Δ РАF:

b=2Rsin α,                R  =    b        .
                                              2sinα

8) ΔPKA: пусть РK=h; тогда sinα =  h                                                                     b   . 

Подставляя sinα в формулу R =     b
                                                                 2sinα, 

получим:  R = b2   
.

                           2h.  Ещё одна полезная формула.

Ответ:  R =    b                      2sinα   .
Задача 2 (геометрия 11, № 357).
В правильной 3-угольной пирамиде апофема рав-

на а и составляет с плоскостью основания угол α.
Найдите радиус шара, описанного вокруг пирами-

ды. (Рис. 5)
Решение
1) 

РАВС — правильная пирамида,
РК = а — апофема пирамиды,

∠(РК; АВС) = α.

R
оп.ш.

 —?
2) Введём обозначения, показанные на рисунке.

3) Воспользуемся формулой R =   b
2

                                                                    2h.
4) ΔРОК: h = a · sin α
                   r = a · cos α,
5) OC = 2r = 2a · cos α.
6) ΔРОC: b2 = h2 + (2r)2 = a2sin2α + 4a2cos2α = 

= a2(sin2α+4cos2α).

7) R= (a2 (sin2α + 4 cos2α)  = sin2α + 4cos2α   a.                          2a sin α                    2 sin α

Ответ: 
 sin2 α + 4 cos2 α  a.                       2 sin α

Замечание
Если центр описанного шара не лежит на прямой, 

содержащей высоту пирамиды, то центр шара стро-
им, используя множества точек М1 и М3.

Задача 3. Правильный треугольник со стороной 3 
является основанием пирамиды. Одно из боковых рё-
бер перпендикулярно плоскости основания пирамиды 
и равно 2.

Найдите радиус описанного шара. (Рис. 6)
Решение:
1)

РАВС — пирамида,
ΔАВС — правильный,
РА⊥АВС,
АВ = 3,
РА = 2.
R

оп.ш.
 —?

2) Построим центр К описанного шара.
С одной стороны, К∈l — где l — прямая, перпенди-

кулярная плоскости АВС и проходящая через центр О 
окружности, описанной вокруг ΔАВС.

С другой стороны, К∈α, где α — серединная плос-
кость ребра РА (на рисунке эта плоскость не показана; 
показана прямая МК, по которой пересекаются плос-
кости α и РАО).

l∩α = К, АК = R — радиус описанного шара.
3) По теореме о двух параллельных плоскостях α и 

АВС (они перпендикулярны РА), пересечённых треть-
ей плоскостью PAD, имеем:

МК ⎢⎢ AО.
4) АМКО — прямоугольник.
5) ΔАОК: R = √OK2 + OA2 = √12 + (√3)2 =√4 = 2 .
Ответ: 2.
Задача 4. Основание пирамиды — прямоугольник 

со сторонами 3 и 4. Одно из боковых рёбер перпенди-
кулярно плоскости основания пирамиды и равно 12.

Шар и пирамидаШар и пирамида
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Найдите радиус шара, описанного вокруг пирами-

ды (Рис. 7)
Решение:
Рассуждения понятны из рисунка: К — центр шара, 

РС — диаметр шара.
Ответ: 6,5.
Задача 5. Две грани 3-угольной пирамиды — пра-

вильные треугольники со стороной 3√3. Плоскости 
этих треугольников перпендикулярны.

Найдите радиус шара, описанного вокруг пирами-
ды (Рис. 8)

Решение:
1)

DABC — пирамида,
АВС, АВD — правильные треугольники,
DАВ⊥САВ,
АВ=3√3.
R

оп.ш.
 —?

2) Проведём медианы DМ и МС, тогда ∠DМС=<90°.
3) Е и F — центры правильных треугольников АВС и 

АВD соответственно.
4) С одной стороны, центр К описанного шара ле-

жит на прямой ЕК⊥АВС; с другой стороны, центр К 
шара лежит на прямой FК⊥АВD. Прямые ЕК и FК ле-
жат в плоскости DМС и точка К точка их пересечения, 
КС = R — радиус шара.

5) ЕС = FD = АВ = 3√3  = 3,
                         √3       √3
КЕ = FМ =1, ЕС = 2.
6) ΔКЕС: R = √22+12 = √5.
Ответ: √5.
Задача 6. Вокруг шара описана правильная четырёх-

угольная пирамида. Расстояние от центра шара до вер-
шины пирамиды равно а, до бокового ребра — b.

Найдите радиус шара. (Рис. 9)
Решение:
1) 

РАВСD — правильная пирамида, К — центр впи-
санного шара,

РК=а,
КЕ⊥РС,
КЕ= b.
r

 вп.ш.
 —?

2) Проведём апофему РF и отрезок ОF.
3) Обозначим: ∠ОСР = α, ∠ОFР = β.
4) ∠РКЕ = ∠ОСР = α, так как каждый из них в сумме 

с углом ОКЕ даёт 180°.
5) По теореме о биссектрисе угла треугольника 

имеем:
r  =  OF   = cos β .a      FP

6) ΔРКЕ : cos α = b  .
                                  a
7) Найдём cos β.
ΔPOC : РО = ОС · tg α,
ΔPOF : PO = OF · tg β,
OC · tg α = OF · tg β,

tg β = OC · tg α = √ 2tg α .            OF

8) 1+ tg2 β =     1        
                        cos2 β

cos β =        1         =            1                .
              √1+ tg2 β        √1+ 2 tg2α      

9) ΔРКЕ: tg α =  PE  =  √a2 - b2     
.

                               EK             b.

10) cos β  =          1          =        b            .
                       √1 + 2 a

2-b      √2a2-b2

                                      b2  
11) Вернёмся к п.5.

х =       ab
       √2a2-b2

Ответ:       ab
              √2a2-b2

Вписанный шар
Определение. Шар называют вписанным в много-

гранник, если он касается всех граней многогранни-
ка.

Задача 7. Основание пирамиды — ромб со сторо-
ной а и острым углом α. Боковые грани пирамиды на-
клонены к плоскости основания под углом β. 

Найдите радиус шара, вписанного в пирамиду 
(Рис.10)

Решение.
1)

PABCD — пирамида,
ABCD — ромб,
АВ = а,
∠ВАD = α, α < 90°, ∠(АВ) = … = ∠(DА) = β.
r

 вп.ш.
 —?

2) Из условия задачи следует, что вершина Р пира-
миды проецируется в центр окружности, вписанной в 
основание пирамиды (множество точек М2). Для ром-
ба центр вписанной окружности — точка пересечения 
диагоналей.

3) Проведём ОF⊥CD. Тогда РF⊥CD по теореме о 3-х 
перпендикулярах. По определению линейного угла 
∠РFО — линейный и по условию задачи ∠РFО = β.

4) С одной стороны, центр К вписанного шара при-
надлежит высоте РО пирамиды (такой факт имеет 
место для любой пирамиды, в которой боковые грани 
равнонаклонены к плоскости основания).

С другой стороны, центр К вписанного шара при-
надлежит биссектору двугранного угла с ребром CD; 
этот биссектор пересекает линейный угол РFО по бис-
сектрисе FК. ОК = r — радиус вписанного шара.

5) Радиус ОF окружности, вписанной в ромб ABCD, 
вычислим по формуле

OF = 
SABCD

      =
  a · a · sin α  

=
  1   a sin α .

           1  
P

ABCD

              2a              2
           2

6) ΔОКF : Σ = OF · tg β   =  1  a sin α · tgβ .                                        2        2

Ответ: 1  a sin α · tg  β               2                       2   
.

Задача 8. Докажите, что

r  =  3V  ,
         S
где r — радиус шара, вписанного в многогранник,
V — объём многогранника,
S — площадь поверхности многогранника.
Доказательство:
Соединим отрезками прямых центр вписанного 

шара со всеми вершинами многогранника и проведём 
радиусы в точки касания шара с гранями многогран-
ника. Тогда многогранник разобьётся на столько пи-
рамид, сколько граней в многограннике. Пусть много-
гранник имеет n граней с площадями S

1
, S

2
, …, S

n
. 

Будем иметь:

V = 1 S
1 

· r + 1 S
2
 · r + ... + 1 S

n
 · r = 1 r (S

1 
+ S

2 
+ ... +              3                3                         3                3  

+ S
n
) =  1 r S .               3  

Отсюда

r =  3V    .
         S
Задача 9. Решим задачу 7, используя формулу, 

полученную в задаче 8. (Рис. 10)
Решение:

1) r =  3V
             S
2) Обозначим:
Q — площадь основания пирамиды,
H — высота пирамиды.

3) S = Q +   Q      =  Q (1 +    1         ) .                    cos β                   cos β

4) r = 
3 · 1  QH                 3                =      H cos β  .

           Q (1 +  1       )      1 + cos β
               cos β

5) H = OF  · tg β = 1 a sin α · tg β .                                  2

6) r = 

 1                                        1  
            2 asin α tg β · cos β 

=
  2 asin α · sin β = 

                       1+cosβ                      1+cos β 

=

  1                          β           β       
   

     2 
asin α · 2sin 

2 
· cos 

2    
=

   1 a sin α tg   β
   

  2cos2  
β                           2                      2    

.

                          2

Ответ: 1 asin α tg β
               2                  2   

.

Задача 10. В правильной 4-угольной пирамиде 
совпадают центры вписанного и описанного шаров.

Найдите плоский угол при вершине пирамиды. 
(Рис. 11)

Решение:

PABCD — правильная пирамида,
К — центр вписанного шара и центр описанного 

шара.
∠АРВ — ?

2) Проведём отрезки:
PF — апофему, ОF, FК — биссектрису линейного 

угла РFО, КЕ⊥PF, КА, FВ.
3) Так как К — центр описанного шара, то КА = КВ = 

=КР = R — радиусы шара и точка К проецируется в 
центр Е окружности, описанной вокруг ΔРАВ; ЕР = ЕА= 
= ЕВ — радиусы этой окружности.

4) Углы АРВ и АЕВ опираются на одну и ту же дугу; 
∠АРВ — вписанный, ∠АЕВ — центральный. 

Пусть ∠АРВ = α, тогда ∠АЕВ = 2α и ∠АЕF = α.
5) ΔКЕF = ΔКFО как прямоугольные, имеющие об-

щую гипотенузу и равные катеты КЕ и КО.
Из равенства этих треугольников следует: FО = FЕ.
6) ΔАFО = ΔАFЕ как прямоугольные, имеющие об-

щий катет АF и равные катеты FО и FЕ. 

Тогда ∠АЕF = ∠АОF = α, но ∠АОF = π                                                                       4  

Ответ: π       4
Замечание
Для правильной n-угольной пирамиды аналогич-

ные рассуждения приводят к формуле  π
                                                                          n  

.

На рис. 12 показан фрагмент правильной 
n-угольной пирамиды; его обозначения полностью 
совпадают с обозначениями на рис. 10.

Александр ФЕЛЬДМАН, 
учитель математики средней школы № 19 

Минска.
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